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Resumen
Se hace una presentacio´n de los fundamentos de la geometr´ıa de Minkowski tomando co-
mo base el grupo de transformaciones de Lorentz, siguiendo las directrices del programa de
Erlangen propuesto por Felix Klein, estudiando las formas invariantes del grupo de transfor-
maciones.
1. Introduccio´n
La geometr´ıa es una rama de las matema´ticas, que incluye a la Geometr´ıa Euclidiana y tam-
bie´n a las llamadas Geometr´ıas no Euclidianas, que se pueden estudiar a partir de propiedades
invariantes de grupos particulares.
En esta presentacio´n se elige una versio´n donde los elementos ba´sicos son grupos, cuyos elementos
son representados por movimientos de un espacio. Los subconjuntos del espacio son las figuras y
las propiedades que permanecen invariantes bajo los movimientos son las propiedades geome´tri-
cas que se estudian, como la distancia entre puntos, rectas, rectas paralelas, la colinealidad,
etc.
En particular, este documento tiene como propo´sito hacer un estudio de geometr´ıa no euclidiana
de Minkowski tomando como base el grupo de transformaciones de Lorentz, siguiendo las direc-
trices del programa de Erlangen propuesto por Felix Klein, estudiando las formas invariantes del
grupo de transformaciones, las cuales dan las transformaciones ba´sicas del plano de Minkowski,
haciendo una indagacio´n sobre las propiedades y relaciones ba´sicas entre los elementos de dicha
geometr´ıa.
En la exposicio´n se muestran los elementos fundamentales de la geometr´ıa de Minkowski, en
particular de las propiedades geome´tricas que permanecen invariantes bajo el grupo de las trans-
formaciones de Lorentz. Se definen conceptos como: distancia entre dos puntos, rectas, a´ngulos,
rectas perpendiculares, rectas paralelas, circunferencia, tria´ngulos. Se enuncian los teoremas de
seno y coseno hiperbo´licos, entre otros.
2. Geometr´ıa de Minkowski a partir del grupo de Lorentz
La geometr´ıa de Minkowski se define como el estudio de las propiedades de las figuras (sub-
conjuntos de R2) en el plano x, y que son invariantes bajo el grupo de las transformaciones de
1Presentada en el XIX encuentro de geometr´ıa y sus aplicaciones y VII Encuentro de aritme´tica.
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Lorentz; es decir,
x′ =
x− vy√
1− v2 , y
′ = frac−vx + y
√
1− v2 (1)
donde v es un para´metro del movimiento que representa la relacio´n entre la velocidad del objeto
en consideracio´n y la velocidad de la luz.
Se usara´ a menudo la representacio´n matricial para las transformaciones mencionadas, es decir(
x′
y′
)
= Λθ
(
x
y
)
donde Λθ =
(
cosh θ − senh θ
− senh θ cosh θ
)
y tanh θ = v.
Como se usara´ la representacio´n matricial, se dan algunas identidades de la trigonometr´ıa
hiperbo´lica iniciando con la definicio´n de a´ngulo hiperbo´lico:
2.1. Algunos aspectos de la trigonometr´ıa hiperbo´lica
Como las circunferencias minkowskianas son hipe´rbolas euclidianas, es natural definir las fun-
ciones trigonome´tricas en el plano de Minkowski usando la circunferencia unidad centro en
O = (0, 0) y radio OA = (1, 0), que resulta de unir O con el ve´rtice A(1, 0) de la hipe´rbola S, es
decir,
x2 − y2 = 1 (2)
Si OM es un radio variable de S
Figura 1.
El a´ngulo dirigido δOA, OM = φ, considerado como un a´ngulo en la geometr´ıa de Minkowski,
es igual a dos veces el a´rea sen˜alada del sector sombreado AOM de la hipe´rbola S en 1 se le
conoce como el a´ngulo hiperbo´lico entre OA y OM ; las coordenadas x = OP > 0 y y = PM del
punto variable M se les llama el coseno hiperbo´lico y el seno hiperbo´lico de φ y se denota por el
coshφ y senhφ, respectivamente. La relacio´n PMOP =
senhφ
coshφ se denomina tangente hiperbo´lica de
φ y se denota por tanhφ2.
Si φ aumenta indefinidamente, entonces el coshφ y senhφ aumentan indefinidamente y tanhφ
tiende a 1. Tambie´n, si φ = 0, entonces coshφ = l, senhφ = 0, y tanhφ = 0.
2El sentido f´ısico de tanhφ es la relacio´n entre la velocidad del movimiento uniforme del punto y la velocidad
de la luz que representa la recta OM
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Tambie´n se tiene que por la simetr´ıa de la hipe´rbola:
cosh(−φ) = coshφ senh(−φ) = − senhφ tanh(−φ) = − tanhφ
Es conocido que para todo φ y λ se tiene que
cosh2 φ− senh2 φ = 1
senh(φ± λ) = senhφ coshλ± coshφ senhλ
cosh(φ± λ) = coshφ coshλ± senhφ senhλ
tanh(φ± λ) = tanhφ± tanhλ
1± tanhφ tanhλ
Y en particular,
senh 2φ = 2 senhφ coshφ
cosh2φ = cosh2 φ + senh2 φ
tanh2φ =
2 tanhφ
1 + tanh2 φ
2.2. Invariantes del grupo de Lorentz
2.2.1. Distancia
Por analog´ıa con la forma que tiene la expresio´n
d(y, x) =
{√
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2 si (x1 − y1)2 ≥ (x2 − y2)2√
(x2 − y2)2 − (x1 − y1)2 si (x2 − y2)2 > (x1 − y1)2
con el teorema de Pita´goras de la geometr´ıa euclidiana y su relacio´n con la definicio´n de distancia,
se usara´ el te´rmino distancia para llamar a esta funcio´n en el espacio de Minkowski, aunque no
es una me´trica en el sentido de los espacios me´tricos, pues no cumple la condicio´n de que la
distancia entre dos puntos sea 0 si y so´lo si los puntos son iguales, ni cumple con la desigualdad
triangular.
La funcio´n
d : R2 ×R2 → R+ ∪ 0
(y, x) → d(y, x)
donde
d(y, x) =
{√
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2 si (x1 − y1)2 ≥ (x2 − y2)2√
(x2 − y2)2 − (x1 − y1)2 si (x2 − y2)2 > (x1 − y1)2
con x = (x1, x2) e y = (y1, y2), es invariante bajo las transformaciones de Lorentz.
Demostracio´n. La forma bilineal sime´trica:
〈 , 〉 : R2 × R2 → R
(x, y) → 〈x, y〉
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donde
〈x, y〉 =
{
xtηy = x1y1 − x2y2 si x1y1 ≥ x2y2
xtη ∗ y = x2y2 − x1y1 si x2y2 > x1y1
x =
(
x1
x2
)
, y =
(
y1
y2
)
y , η∗ =
(−1 0
0 1
)
cumple la condicio´n
i. 〈x, x〉 ≥ 0, pero no cumple
ii. 〈x, x〉 = 0 si y so´lo si x = 0, pues para los puntos de la forma
x = (x1, x1),
se tiene que
〈x, x〉 = 0 pero x 
= 0.
Con esta forma bilineal sime´trica se define la funcio´n:
|| || : R2 → R
z = (x1, x2) → ||z||
donde
||z|| =
{√
x21 − x22 si x21 ≥ x22√
x22 − x21 si x22 > x21
Para todo z en R2 de la forma (x, x), se tiene que ||z|| = 0 aunque z 
= 0.
Con la funcio´n || || se puede definir la funcio´n
d : R2 ×R2 → R+ ∪ 0
(x, y) → d(x, y) = ||x− y||
donde x = (x1, x2) e y = (y1, y2). Es decir,
d(x, y) = ||x− y||
= ||x1 − y1, x2 − y2||
=
{√
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2 si (x1 − y1)2 ≥ (x2 − y2)2√
(x2 − y2)2 − (x1 − y1)2 si (x2 − y2)2 > (x1 − y1)2
Como las transformaciones de Lorentz dejan invariante la forma bilineal sime´trica mencionada
anteriormente3 , y con ella se definio´ la funcio´n || ||, e´sta tambie´n queda invariante bajo las
tranformaciones de Lorentz. Y con ella se definio´ la distancia, tambie´n e´sta queda invariante
bajo las transformaciones de Lorentz.
3La demostracio´n de esta afirmacio´n puede consultarse en el trabajo de grado para optar el t´ıtulo en Licen-
ciada en matema´ticas: Medina, J. (2007). LA GEOMETRI´A DE MINKOWSKI A PARTIR DEL GRUPO DE
LORENTZ. Bogota´, Universidad Pedago´gica Nacional. Seccio´n 2.10.
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2.2.2. Circunferencias
Una circunferencia con centro en el punto p = (x0, y0) y radio r > 0, en el plano de Minkowski
esta´ formada por los puntos z = (x, y) tales que
d(z, p) = ||z − p||.
Las Transformaciones de Lorentz aplican circunferencias en circunferencias, puesto que e´stas
preservan la distancia d entre dos puntos.
Las circunferencias de Minkowski asumen la forma de hipe´rbolas euclidianas cuando se expresan
en te´rminos de sus coordenadas, pues una circunferencia con centro en (h, k) y radio r > 0, tiene
como ecuacio´n
(x− h)2 − (y − k)2 = r2.
2.2.3. El a´rea como propiedad invariante
Otra manera de estudiar la distancia entre dos puntos del espacio de Minkowski, un poco ma´s
sugestiva, es hacerlo en te´rminos de a´reas, cambiando el sistema de coordenadas.
Como las rectas especiales y = x y y = −x tienen un papel importante en la geometr´ıa de
Minkowski, se puede hacer una rotacio´n euclidiana en un a´ngulo de 45 grados, de coordenadas
de (x, y) a (X, Y ), quedando estas rectas como ejes coordenados.
Las dos clases de coordenadas esta´n relacionadas mediante:
X =
1√
2
(x + y), Y =
1√
2
(−x + y) (3)
o sea
x =
1√
2
(X − Y ), y = 1√
2
(X + Y ) (4)
Figura 2.
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y como
x′ = x cosh θ − y senh θ
y′ = x senh θ + y cosh θ
entonces
X ′ =
1√
2
(x′ + y′) Y ′ =
1√
2
(−x′ + y′)
Por lo tanto
√
2X ′ = x(cosh θ − senh θ) + y(cosh θ − senh θ)√
2X ′ = (cosh θ − senh θ)(x + y)
√
2X ′ =
(cosh θ − senh θ)2X√
2
X ′ = (cosh θ − senh θ)X
X ′ = λX
donde λ = (cosh θ − senh θ). Adema´s,
√
2Y ′ = (−x′ + y′)√
2Y ′ = −x(cosh θ + senh θ) + y(cosh θ + senh θ)√
2Y ′ = (cosh θ + senh θ)(y − x)
Y ′ = (cosh θ + senh θ)
√
2Y
Y ′ = (cosh θ + senh θ)Y
y como
(cosh θ − senh θ)(cosh θ + senh θ) = cosh2 θ − senh2 θ = 1
entonces
cosh θ + senh θ =
1
cosh θ − senh θ
y por tanto las transformaciones de Lorentz en coordenadas (X, Y ) son
X ′ = λX
Y ′ =
1
λ
Y
lo que significa que el producto
X ′Y ′ = XY
que es el a´rea del recta´ngulo de lados X e Y es invariante bajo las transformaciones de Lorentz
y por lo tanto es una propiedad geome´trica.
2.2.4. Rectas
Se define una recta en el plano de Minkowski como el conjunto de puntos z = (x, y) tales que
y = mx + b.
Las transformaciones de Lorentz aplican rectas en rectas, lo que significa que la colinealidad
tambie´n es una propiedad geome´trica, pues puntos que son colineales, por las transformaciones
de Lorentz se aplican en puntos colineales, como se muestra a continuacio´n.
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Demostracio´n. Sea y = mx + b una recta, la transformacio´n de Lorentz(
x′
y′
)
= Λθ
(
x
y
)
donde Λ =
(
cosh θ − senh θ
− senh θ cosh θ
)
, tambie´n se escribe como
x′ = (cosh θ)x− (senh θ)y
y′ = −(senh θ)x + (cosh θ)y
y como
Λ−1θ =
(
cosh θ senh θ
senh θ cosh θ
)
pues (
cosh θ − senh θ
− senh θ cosh θ
)(
cosh θ senh θ
senh θ cosh θ
)
=
(
1 0
0 1
)
entonces (
x
y
)
=
(
cosh θ senh θ
senh θ cosh θ
)(
x′
y′
)
o sea que,
x = x′ cosh θ + y′ senh θ
y = x′ senh θ + y′ cosh θ
y por tanto, si se reemplaza x e y en la ecuacio´n de la recta
y = mx + b
se obtiene
x′ senh θ + y′ cosh θ = m(x′ cosh θ + y′ senh θ) + b
o sea,
(cosh θ −m senh θ)y′ = (m cosh θ − senh θ)x′ + b
que equivale a
y′ =
(
m cosh θ − senh θ
cosh θ −m senh θ
)
x′ +
(
b
cosh θ −m senh θ
)
.
Esto significa que
y′ = m′x′ + b′
es una recta, donde
m′ =
(
m cosh θ − senh θ
cosh θ −m senh θ
)
y b′ =
(
b
cosh θ −m senh θ
)
.
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Si se divide el numerador y el denominador de m′ entre cosh θ se tiene que
m′ =
(
m − tanh θ
1−m tanh θ
)
.
Este resultado sugiere interpretar m = tanhφ, donde φ es el a´ngulo hiperbo´lico con respecto al
eje x, porque en ese caso
m′ =
(
tanhφ− tanh θ
1− tanhφ tanh θ
)
o sea que
m′ = tanh(φ− θ).
Una recta de la forma
y = (tanhφ)x + b
se llama de primera clase, y como | tanhφ| < 1, toda recta de primera clase esta´ entre las rectas
y = x y y = −x que se llaman rectas especiales, las otras son de segunda clase.
2.2.5. Definicio´n vectorial de recta
Tambie´n es posible dar una caracterizacio´n vectorial de recta en el espacio de Minkowski, de la
misma forma que en el espacio euclidiano, de la siguiente manera:
Una recta que pasa por los puntos P y Q es el conjunto de puntos Z tales que
Z = P + t(Q − P )
donde Z = (x, y), P = (p1, p2) y Q = (q1, q2) y t un nu´mero real. Esta definicio´n es equivalente
a la definicio´n anterior de recta, puesto que:
(x, y) = (p1, p2) + t(q1 − p1, q2 − p2)
(x, y) = (p1 + t(q1 − p1), p2 + t(q2 − p2))
de donde
x = p1 + t(q1 − p1)
y = p2 + t(q2 − p2)
despejando t de la primera igualdad, se tiene
t =
x− p1
q1 − p1
y reemplazando t en la segunda igualdad,
y = p2 +
(q2 − p2)
(q1 − p1) (x− p1)
que es de la forma
y = mx + b,
donde m =
(q2 − p2)
(q1 − p1) y b = p2 − p1
(q2 − p2)
(q1 − p1).
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2.2.6. Paralelismo
Dos rectas
y = m1x + b1
y = m2x + b2
en el espacio de Minkowski son paralelas si m1 = m2.
Esto significa que una recta de primera clase es paralela a otra de primera clase y que una de
segunda clase es paralela a una de segunda tambie´n. Como tanhφ = tanh θ implica que φ = θ
pues la funcio´n
tanh : R→ (−1, 1)
es inyectiva, las rectas paralelas forman los mismos a´ngulos hiperbo´licos con respecto al eje x.
El paralelismo tambie´n es una propiedad geome´trica pues las transformaciones de Lorentz aplican
rectas paralelas en rectas paralelas.
Demostracio´n. Sean
y = m1x + b1
y = m2x + b2
con m1 = m2 la primera recta se transforma en
y′ = m′1x
′ + b′
donde
m′1 =
(
tanhφ1 − tanh θ
1− tanhφ1 tanh θ
)
y como m1 = m2 entonces
m′2 = m
′
1
lo que significa que las ima´genes de rectas paralelas son rectas paralelas.
2.2.7. Relacio´n entre a´rea y longitud de segmentos
Si se considera un segmento arbitrario AB no paralelo a uno de los ejes OX y OY , y un
recta´ngulo AKBL cuyos lados son paralelos a los ejes OX y OY y cuya diagonal es el segmento
AB, como se ilustra en la siguiente figura:
Se tiene que una transformacio´n de Lorentz aplica este recta´ngulo a un recta´ngulo A′K ′B′L′
cuyos lados son tambie´n paralelos a los ejes OX y OY y cuya a´rea la misma que la del a´rea
AKBL. Si la distancia euclidiana entre los puntos A y B es pequen˜a, entonces el a´rea de AKBL
tambie´n es pequen˜a. Por lo que se puede considerar el a´rea del recta´ngulo AKBL, denotada por
S(AKBL), como una medida de la separacio´n minkowskiana de los puntos A y B la cual tiende
a cero cuando A tiende a B; y tiene el mismo valor para los puntos A′ y B′. Esto define que una
congruencia de segmentos en el sentido de la geometr´ıa de Minkowski.
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Figura 3.
Esto permite pensar S(AKBL) como la distancia de Minkowski entre A y B. Como el a´rea
se mide en unidades cuadradas, se debe suponer que en la geometr´ıa de Minkowski la distancia
dAB entre A y B es proporcional a la ra´ız cuadrada del a´rea del recta´ngulo AKBL, es decir,
igual a k
√
S(AKBL). Se elige el coeficiente k de manera que
dAB =
√
2S(AKBL). (5)
Si C es un punto del segmento AB, entonces
dAB = dAC + dCB.
Las a´reas de recta´ngulos semejantes AKBL, AK1CL1 y CK2BL2 en la figura 3 son propor-
cionales a los cuadrados de las diagonales AB, AC y BC de estos recta´ngulos.
Si se rota el segmento AB alrededor del punto A preservando su longitud euclidiana, se tiene
que cuando AB se aproxima a la posicio´n AB0||OX (o AB0||OY ), el a´rea de AKBL disminuye,
y cuando AB coincide con AB0||OX (o AB0||OY ), el recta´ngulo correspondiente se reduce a un
segmento, de manera que su a´rea se anula. Por eso a la longitud de un segmento en una recta
especial se le asigna el valor de cero. Cuando en el proceso de rotacio´n alrededor de A, el seg-
mento AB pasa por la posicio´n AB0||OX (o AB0||OY ), el a´rea del recta´ngulo AKBL empieza
otra vez a incrementarse, pero su orientacio´n (determinada por la ordenacio´n A → K → B → L;
Figura 4.
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donde AK||LB||OX y AL||KB||OY ) se invierte (recta´ngulos AKBL y AK1B1L1 en la figura
5). Esto implica que en el plano de Minkowski existen dos clases diferentes de segmentos, que
Figura 5.
no son comparables en longitud, definida e´sta como la distancia minkowskiana entre los puntos
que definen el segmento.
Un segmento o recta son de primera (segunda) clase si es paralela a una recta que pasa por el
origen localizada en el par de a´ngulos verticales formados por los ejes OX y OY y que contiene
al eje Ox (Oy). Las rectas y segmentos especiales de tales rectas son llamados rectas nulas y
segmentos nulos, respectivamente. Una transformacio´n de lorentz aplica cada segmento en un
segmento de la misma clase.
Para ver que la definicio´n de longitud de un segmento AB coincide con la distancia minkowskiana
ente A y B se supone que A tiene coordenadas (X1, Y1) y B coordenadas (X2, Y2) en el sistema
de coordenadas {X, Y }. Los lados del recta´ngulo AKBL son |X2 −X1| y |Y2 − Y1|, por tanto
S(AKBL) = |(X2 −X1)(Y2 − Y1)| y as´ı,
dAB =
√
2|(X2 −X1)(Y2 − Y1)|. (6)
En te´rminos de coordenadas {x, y} se tiene que la distancia entre los puntos A(x1, y1) y B(x2, y2)
es igual a√
2
∣∣∣∣12 [(x2 − x1) + (y2 − y1)] [(x2 − x1)− (y2 − y1)]
∣∣∣∣ =√|(x2 − x1)2 − (y2 − y1)2|,
es decir,
dAB =
√
|(x2 − x1)2 − (y2 − y1)2| (7)
como se quer´ıa demostrar.
2.2.8. Tria´ngulos
Si BC = a, CA = b, y AB = c son los lados del tria´ngulo ABC, ninguno de ellos es un
segmento especial y todos son de la misma clase, entonces las longitudes de los segmentos BC,
CA, y AB denotadas por las letras a, b, c respectivamente, se pueden comparar. Y si A,B, y
C no son colineales, la longitud del lado ma´s grande del tria´ngulo ABC es mayor que la suma
de las longitudes de los otros dos lados, como se ve en la figura 6, donde AM = AC = b y
BN = BC = a, as´ı que a + b = BN +AM < AB = c. Para probar la desigualdad
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a + b < c
donde c es el lado ma´s grande del  ABC, ana´loga a la desigualdad triangular de la geometr´ıa
euclidiana pero en sentido contrario, puesto que se afirma que la distancia minkowskiana entre
dos puntos cualesquiera, es mayor si se mide en l´ınea recta que si mide por cualquier otro camino;
primero se prueban tres teoremas:
1. LEY DE COSENOS DE LA GEOMETRI´A DE MINKOWSKI
Si todos los lados del  ABC son de la misma clase, entonces,
a2 = b2 + c2 − 2bc coshA
donde A = δAB , AC es el a´ngulo de Minkowski entre los lados AB y AC del  ABC.
Demostracio´n. Demostracio´n: Como los tria´ngulos  APC y  BPC son tria´ngulos eu-
clidianos recta´ngulos, en ellos es va´lido el teorema de Pita´goras y por tanto,
a2 = h2 + (c− x)2h2 = b2 − x2
y por la definicio´n de coseno hiperbo´lico
x = b coshA
considerando b y x segmentos minkowskianos. Reemplazando x y h2 en la primera igualdad,
se obtiene
a2 = b2 − x2 + c2 − 2cx+ x2
o sea,
a2 = b2 + c2 − 2bc coshA.
2. LA DESIGUALDAD 〈A,B〉 ≥ ||A||||B||
Sea A = (a1, a2) y B = (b1, b2) en R, el segmento que une A con B corresponde en te´rminos
vectoriales a AB = B − A, es decir,
AB = (b1 − a1, b2− a2).
Figura 6.
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En el tria´ngulo formado por el origen O y los puntos A y B se aplica el teorema del coseno
hiperbo´lico, para obtener
||B −A||2 = ||A||2 + ||B||2 − 2||A||||B|| coshθ
que en te´rminos de coordenadas corresponden a:
(b1 − a1)2 − (b2 − a2)2 = (a21 − a22) + (b21 − b22)− 2
√
(a21 − a22)
√
(b21 − b22) cosh θ
resolviendo los cuadrados y simplificando se obtiene
(b21 − 2b1a1 + a21)− (b22 − 2b2a2 + a22) = a21 − a22 + b21 − b22 −
√
(a21 − a22)(b21− b22) cosh θ
b21 − 2b1a1 + a21 − b22 + 2b2a2 − a22 − a21 + a22 − b21 + b22 = 2||A||||B|| coshθ
2(b2a2 − b1a1) = −2||A||||B|| coshθ
b1a1 − b2a2 = ||A||||B|| coshθ
la expresio´n b1a1 − b2a2 es 〈A,B〉, por tanto
〈A,B〉
||A||||B|| = cosh θ
como cosh θ ≥ 1 entonces 〈A,B〉||A||||B|| ≥ 1, luego
〈A,B〉 = ||A||||B||.
Esta es una fo´rmula ana´loga a la desigualdad de Cauchy-Schwartz de la geometr´ıa eucli-
diana, pero con la desigualdad en sentido contrario.
3. DESIGUALDAD TRIANGULAR PARA LA FUNCIO´N || ||
La desigualdad
〈A,B〉 ≥ ||A||||B||
implica una desigualdad triangular para la funcio´n || || en el espacio de Minkowski,
||A +B|| ≥ ||A||+ ||B||
tambie´n ana´loga a la desigualdad triangular de la geometr´ıa euclidiana para las normas.
Figura 7.
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Demostracio´n. La forma bilineal sime´trica definida para el plano de Minkowski aplicada
a la suma A + B, da
〈A+ B,A + B〉 = 〈A,A〉+ 2〈A,B〉+ 〈B,B〉
y por la definicio´n de la funcio´n || ||, resulta
||A +B||2 = ||A||2 + 2〈A,B〉+ ||B||2
y como 〈A,B〉 ≥ ||A||||B||, entonces
||A +B||2 ≥ ||A||2 + 2||A||||B||+ ||B||2
||A +B||2 ≥ (||A||+ ||B||)2
||A +B|| ≥ ||A||+ ||B||.
La desigualdad a + b < c resulta de interpretar a = d(B,C), b = d(C,A), c = d(A,B),
puesto que
d(A,B) = ||B −A||
= ||(B −C) + (C −A)||
y por la desigualdad triangular para || ||
||(B− C) + (C − A)|| ≥ ||B −C||+ ||C −A||
y por tanto
d(A,B) ≥ d(C,B) + d(A,C).
En la geometr´ıa de Minkowski no existen tria´ngulos equila´teros, pues la desigualdad c >
a + b lo impide.
2.2.9. A´rea de tria´ngulos
El a´rea de Minkowski de cualquier figura en el plano de Minkowski es por definicio´n, la misma
que el a´rea en la geometr´ıa de Euclides. Por lo tanto, el a´rea S(ABC) del  ABC se puede
calcular mediante la fo´rmula
S(ABC) =
ch
2
Y como senhA = hb , donde A = δAB,AC es el a´ngulo de Minkowski entre los lados AB y AC
Figura 8.
del  ABC, entonces
S(ABC) =
1
2
cb senhA.
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2.2.10. Teorema del seno
Como el a´rea de un tria´ngulo se calcula con cualquier lado y su altura correspondiente, la fo´rmula
S(ABC) =
1
2
cb senhA
implica que
1
2
ab senhC =
1
2
ac senhB =
1
2
bc senhA,
de la cual se obtiene la ley de los senos de Minkowski
a
senhA
=
b
senhB
=
c
senhC
.
2.2.11. A´ngulo entre dos rectas de primera clase
Como el a´ngulo entre dos vectores A y B esta´ dado por la relacio´n
cosh θ =
〈A,B〉
||A||||B||,
esto permite definir el a´ngulo entre las rectas
y1 = m1x + c1
y2 = m2x + c2
en el plano de Minkowski como el mismo a´ngulo entre las rectas
y1 = m1x |m1| < 1
y2 = m2x |m2| < 1
es decir, el mismo que entre los vectores (1, m1) y (1, m2), o sea
cosh θ =
1−m1m2√
(1−m21)(1−m22)
.
Ana´logamente se define el a´ngulo entre rectas y segmentos de segunda clase.
2.2.12. Ortogonalidad
En geometr´ıa euclidiana dos vectores A,B son perpendiculares u ortogonales, si 〈A,B〉 = 0 por
que
〈A,B〉 = ||A||||B|| cosθ
por analog´ıa, se dice que en la geometr´ıa de Minkowski, dos vectores son ortogonales si y solo si
〈A,B〉 = a1b1 − a2b2 = 0.
Esto significa que
a1b1 = a2b2
a1
a2
=
b2
b1
.
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Esta definicio´n se puede extender a rectas y decir que dos rectas
y1 = m1x + b1
y2 = m2x + b2
en el plano de Minkowski son ortogonales si y solo si las dos rectas
y1 = m1x
y2 = m2x
son ortogonales, es decir, si los vectores (1, m1) y (1, m2) son ortogonales. Lo que significa que
〈(1, m1), (1, m2)〉 = 0
o sea
1−m1m2 = 0
es decir,
m1m2 = 1.
Siempre una recta de primera clase es perpendicular con una de segunda clase pues si |m1| < 1
entonces |m2| > 1.
2.2.13. Distancia de un punto a una recta
Para calcular la distancia entre una recta l de ecuacio´n
y = mx + b
con m 
= 0 y un punto M = (x1, y1), se encuentra una recta l′ perpendicular a l que tenga como
pendiente 1m y que pase por M ; la recta l
′ tiene por ecuacio´n
1
m
=
y − y1
x− x1
o sea,
y =
1
m
(x− x1) + y1.
Las rectas l y l′ se intersecan en el punto de coordenadas x e y, con
1
m
(x− x1) + y1 = mx + b
es decir,
(
1
m
−m
)
x = (b− y1) + x1
m
(1−m2)x = (b− y1)m + x1
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o sea,
x =
(b− y1)m+ x1
(1 +m2)
y por tanto,
y =
(b− y1)m+ x1
(1−m2) m + b
y si se hace k =
(b− y)m + x1
(1−m2) y la distancia entre M y el punto de interseccio´n es
d ((x1, y1) , (k, km + b)) =
{√
(k − x1)2 − (km+ b− y1)2 si (k − x1)2 ≥ (km + b− y1)2√
(km+ b− y1)2 − (k − x1)2 si (km + b− y1)2 > (k − x1)2.
Con los elementos de geometr´ıa desarrollados hasta el momento ya es posible formular y de-
mostrar teoremas de la geometr´ıa de Minkowski referentes a tria´ngulos, circunferencias y otras
figuras de la geometr´ıa hiperbo´lica como se hace en detalle en el libro de Yaglom, aunque la
presentacio´n difiere en la complejidad de los argumentos de la de este trabajo, los resultados que
se obtienen son los mismos.
3. Conclusiones
La geometr´ıa de Minkowski es un ejemplo interesante de una forma de presentar la geometr´ıa,
fundamentada en la nocio´n de grupo, en particular del grupo de transformaciones de Lorentz,
cuyos elementos son representados por movimientos del espacio de Minkowski. Los subconjuntos
del espacio son las figuras y las propiedades que permanecen invariantes bajo los movimientos
son las propiedades geome´tricas que se estudian.
Con los elementos de geometr´ıa la geometr´ıa de Minkowski desarrollados en este presentacio´n,
ya es posible formular y demostrar teoremas de esta geometr´ıa referentes a tria´ngulos, circunfe-
rencias y otras figuras de la geometr´ıa hiperbo´lica como se hace en detalle en el libro de Yaglom,
aunque la presentacio´n difiere en la complejidad de los argumentos de la de este trabajo, los
resultados que se obtienen son los mismos.
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